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Abstract: Es wird die Monte Carlo Simulation beschrieben und an zwei Beispielen veranschaulicht.
Daran anschliefend werden Varianzreduktionsmethoden diskutiert (Kontrollfunktion, Stratified Sampling,
Importance Sampling) und an Beispielen verdeutlicht. In der Folge wird dann der VaR eines “einfachen”
Portfolios mit der MC-Simulation berechnet. Schlieflich wird die Giite der MC-Simulation kurz
angesprochen. Das Spreadsheet mit den Zahlenbeispielen kann von www.actuarial-files.com/de/var.d.asp
heruntergeladen werden.

Wihrend bei der VaR-Bestimmung mittels der Varianz-Kovarianz-Methode vorausgesetzt werden mul3,
dafB3 sich der Wert eines Portfolios bei Verdnderung seiner Risikofaktoren nur linear oder quadratisch
dndern darf, ist diese Annahme bei der Bestimmung von VaR mittels der Monte Carlo-Simulation nicht
notwendig.

“In contrast, Monte Carlo simulation is applicable with virtually any model of changes in
risk factors and any mechanism for determining a portfolio’s value in each market

s ool
scenario.

Als ein Nachteil der MC-Simulation muss aber angesehen werden, das der Approximationsfehler der

Simulation nur langsam sinkt. Haben wir es mit einer Stichprobenldnge von m zu tun, geht der

Approximationsfehler nur um das Jm -fache zuriick. Darum sollte mit der Implementierung einer MC-

Simulation eine Strategie der Varianzreduktion Hand in Hand gehen.

Diese Abhandlung enthilt zahlreiche Zahlenbeispiele, um so dem Formalismus “Leben einzuhauchen”

und dem Leser die Moglichkeit zu geben, die Definitionen auch praktisch nachzuvollziehen.

Der Rest dieses Artikels ist folgendermallen aufgebaut: In Abschnitt 1 wird die MC-Simulation definiert.
Dann werden wir im folgenden Abschnitt den gefundenen (rohen) Schitzer durch verschiedene alternative
Schétzer ersetzt. Diese neuen Schitzer weisen eine kleinere Varianz als der rohe Schitzer auf. Die
Abschnitte 1 und 2 schlielen jeweils mit numerischen Beispielen ab. In Abschnitt 3 wenden wir die MC-
Simulation auf ein Portfolio-Problem an, wéhrend wir in Abschnitt 4 eine Einordnung der MC-Simulation

hinsichtlich seiner Giite vornehmen.

! Glasserman, Heidelberger, and Shahabuddin (2000)
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1. Die Monte Carlo-Simulation

Anderson definiert die MC-Simulation folgendermafen:

“Monte Carlo is the art of approximating an expectation by the sample mean of
a function of simulated random variables.””

Die Monte Carlo-Methode ist also eine Applikation des statistischen Schliessens. Insofern bringt ihre
Anwendung auch einen Standardfehler mit sich, den es dann im weiteren Verlauf der Simulation zu

reduzieren gilt.

Die MC-Simulation geht folgendermafen vor sich:

1. Wir haben das Integral [f(U)dU zu 16sen. Wir setzen | f(U) dU = . Falls das Intervall, iiber
das integriert wird, ungleich dem Einheitsintervall [0, 1] ist, sind die Intervallgrenzen in 0 und 1
umzurechnen. Es muss also ein sog. “Change of Variables” durchgefiihrt werden.’

2. Wir realisieren die Stichprobe U = {U!M, U™, . U™} U ~ U,((0,1)") und erhalten somit
u={ul, u? . o™y, 2.1

3. Aufdiese Realisierung u wenden wir nun unsere Funktion f an und erhalten so f(u).

4. Wir berechnen den Mittelwert zu E[f(U)] = [ f(U) ®(U) dU =[ f(U) dU = .

f hat also den Mittelwert y und die (noch unbekannte) Standardabweichung . Nun setzen wir H = f(U)

und erhalten H,, = m™" = f(U) als einen unverfilschten Schitzer fiir .

1., u™} fihrt uns also zum Schitzer j =

m

Die Realisierung u = {u!'l, u % f(u[k]) fiir das
k=1

E
m
gesuchte Integral. Es gilt namlich (E[.] ist linear)

£l )= 5|25 ) < L8 £l w)]= Loms £l ()= Bl )]

Der Schitzer h,, wird der rohe Monte-Carlo-Schétzer genannt.

2 Anderson (1999)
3 Siehe hierzu z.B. Holton, 2003
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Beispiel 1.1
1

Das Integral jx3 dx ist mittels der Monte Carlo-Methode zu bestimmen!
0

Losung:
e Wir wdhlen zuerst eine Stichprobenldnge von m=1000 und realisieren eine
Stichprobe (X", X! ... XI"} (im anliegenden Spreadsheet).
o Sodann wenden wir auf jedes x[k](k = ]...m) die Funktionx — f{x) = x an.

o Letztendlich bilden wir das arithmetische Mittel der Funktionswerte f(x[k] )(k=1.. m).

1

Die analytische Losung des Integrals jx3 dx ist:
0

1
I x’dx = %‘}] = % = 0,25 und der rohe Monte Carlo-Schdtzer bewegt sich um diesen Punkt (mit
0

einer Abweichung von ¢).

Beispiel 1.2

421 3 %
Wir wollen das Mehrfachintegral III al 5 4 dxdydz mittels der Monte Carlo-Simulation
z
110
bestimmen!
Losung:

e Zundchst fiihren wir ein sog. “Change of Variable” durch. So erreichen wir, das das
Integral iiber (0,1)° liuft und wir unsere obige Theorie verfolgen kénnen. Wir haben also
drei Funktionen so zu wdhlen, das wir beim Einsetzen von 0 sich der jeweils untere
Integrand, beim Einsatz von 1 sich aber der obere Integrand ergibt. So erhalten wir (x, y,

Z)T = (u;, u;+1, 3uz + ])T.
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13(”2 + 1)

111
o Somit erhalten wir das Integral J.“. . ~*3 du,du,du,, da sich die Determinante
000 Guy+1)

S = O

1 0
der Jacobi-Matrix, | 0 0|, zu 3 ergibt.
0 3

e Wir wihlen wieder eine Stichprobenlinge von m=1000 und realisieren drei Stichproben
(o ol o ot Ol UL und (U UL U™ (siehe
anliegendes Spreadsheet .

o Aufjedes Tripel u = (u/k], ug[k], ug[k]) (k = 1...m) wenden wir die Funktion

D) ol 1)

(3ul +1)

o Nun bilden wir das arithmetische Mittel der Funktionswerte f(u[k/ ) (k=1..m)

[
u™ —>f(u[k]) =3 * @y an (k=1..m).

2

421 34 421 34
Die analytische Losung des Integrals .[ II Y dxdydz ist: .[ II Y dxdydz =9/32 =
z
110 110

0.28125. Der rohe Monte Carlo-Schdtzer bewegt sich um diesen Punkt.

2. Varianzreduktion

Soweit scheint die MC-Simulation ja durchaus einfach zu sein und man kommt leicht zum rohen MC-
Schétzer. Fiir verschiedene Problemstellungen gibt es aber “bessere” und “schlechtere” MC-Schétzer.
Dabei hat der “bessere” MC-Schétzer die geringere Varianz. Demzufolge wollen wir uns nun dem
Problem der Reduzierung der Varianz eines rohen MC-Schétzers zuwenden. Es gibt nun zahlreiche

Methoden der Varianzreduktion. Wir betrachten hier lediglich drei Methoden etwas genauer.

Wir betrachten hier zuerst die Methode der Kontrollfunktion, die aufgrund ihrer einfachen
Implementierung, der Einfachheit im Auffinden von entsprechenden Funktionen und ihrer intuitiven

Vorgehensweise vielfach angewandt wird".

* Szechtman (2003)
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2.1 Kontrollfunktion

Die Idee ist, das man vom rohen Monte Carlo-Schitzer eine einfach zu behandelnde Funktion { abzieht

m
und dann deren Erwartungswert wieder hinzuaddiert. So wird der “Fehlerterm” L > U [k]) - u ¢
mj=

benutzt, um f zu kontrollieren.

Wir definieren also ein & : R" — R mit bekanntem p. = E [f(U)l
Wir definieren weiter: £°(U)= f(U)- c[§(U)— He ]

£ haben wir also so definiert, daf, bei positivem ¢, der rohe MC - Schitzer nach oben korrigiert wird,
wenn §(U) — 1 <0, wenn dagegen §(U) — >0, wird der Schitzer nach unten korrigiert.

Dieser Schitzer f ist unverfilscht, da £ [ f° (U)]z Y.

Das erlaubt uns nun, folgenden Schétzer fiir ¥ zu definieren :

éknzilfo(U[k}J:ékgl{f[lj[k}}_c g(UW}_%D 2.1.1)

Der Standardfehler o° ist nun umso kleiner, je niher cor(£(U), £(U))= p bei 1 liegt,

also je stirker & und f korreliert sind. Es gilt: ° =4/1— p2 .

Die Kontrolltechnik kann die Schétzung um mehr als das 17fache verbessern’. Die richtige

Kontrollfunktion zu finden, kann also viel helfen.

> Diethelm, Vorlesung: Numerische Methoden der Finanzmathematik
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Beispiel 2.1 (im Spreadsheet ein Zahlenbeispiel)

Man betrachte die Funktion u — f(u) =

\/ﬁ. Sei¥ = [ f(u)du.

v hat den MC-Schiitzer:

) 3
Wir definieren & : R —> R,u —> f(u) :I_Eu +Eu2 (Taylor-Entwicklung 2.Grades von f)

7
Es gilt ,ug =F [; (U )] = E Durch setzen von ¢ = 1 erhalten wir:

of77) - ~ 3207
7o) =rv) g(U)ﬂl4 NPT (I=SU+ U+
NU+1 2 8 8

So kommen wir zu unserem MC-Schitzer bei Inklusion der Kontrollfunktion C:

m m 2
3 fo(U[k])zi I R
=]

1
mk:I'U[k]Jr] 2 8 8
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2.2 Stratified Sampling

Mit unkonditionierter Stichprobenziehung rechteckverteilter ZVen konnen wir Pech haben, dass die

realisierten Werte U alle in einer Ecke liegen. Zum Beispiel konnte folgendes passieren:

Deswegen unterteilen wir die Region in ® disjunkte Subregionen Q, ), ... Q,, . Wir definieren nun ®

ZVen mit Xj ~ X ~ Uy(€)) {eine jede ZV ist also gleichverteilt in “seiner” Subregion} mit den Wkten p; =

Pr(X € Q)= Iw G=1. o).

L |
L] & L |
& [ ] - [ ]
a |*]a |
L

Die ZVen werden nun quasi “gezwungen” sich gleichméssig auf die Subregionen Q;, €, ... Q, zu

verteilen.

Fiir unser Ausgangsproblem haben wir nun

¥ =E[f(U)]=p, *E[f(X )]+ p, * E[f (X )]+ ..+ p, *E[f(X,)]

Mit der Stratified Sampling-Methode wenden wir nun den rohen MC-Schitzer fiir jede Erwartung E[f(Xj)]

an und nutzen dabei die Wkten p; als Gewichte. Also haben wir:
2} ] n;
> p, —2 f(X)
=1 m, k=1

als unverfalschten MC-Schitzer bei Anwendung der Stratified Sampling-Methode

Die my’s sind dabei die jeweiligen Stichprobenlidngen auf den Subregionen €);. Diese m;’s konnen wir mit

. . 2 .
der Formel ,, _,, 7.9/ bestimmen, wobei ;; = > m  vorgegeben sein muss.
/ 1

J [} i=1
X pio;
i=1

Die Standardabweichungen o; werden dabei durch eine vorgeschaltete MC-Simulation errechnet.
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Beispiel 2.2 (im Spreadsheet ein Zahlenbeispiel)6
Zu losen sei das folgende Integral

f fexp({/;+ {/Z)dxldxz
)

o Als erstes fiihren wir ein “Change of Variables” durch.

Mit (x;,x2)" = (gi(w).g>(w)" = (2u;-1,2u>-1)" und | J(gw)) | =4 erhalten wir

11
”4-exp({/2u, -1 +i/2u2 —1)du,du,
00

® Wir erhalten folgenden Graphen

® Durch die Graphik wird anschaulich, das folgende Unterteilung in Subregionen sinnvoll ist:

- _Q]={u|u1_<0.5undu2_<0.5}
- Qg={u|u1>0.5undu2_<0.5}0der{u|u1_<0.5undu2> 0.5}

- .(23={u|u1>0.5undu2>0.5}

da die Funktion in dem Quadranten rechts oben (also (2 ) seine grossten Funktionswerte annimmt.

% entnommen aus Holton (2003)
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Eine gleichmdssige Stichprobenziehung auf Q2 (=€, U £, U ;) wiirde dazu fiihren, das viele
Realisationen der Stichprobe in die Subregionen 2, und 2, fallen und dort nichts oder nur sehr wenig

zur Schétzung des Mittelwertes der zu integrierenden Funktion beitragen.
Die vorgeschaltete MC-Simulation erbringt uns folgende m;’s: m; = 38, m, = 272, mz = 690

Der Stratified Sampling-Schditzer hat also folgende Struktur:

< (k] G k] ¢ K]
Elf(% ) E]f(Uz ) E]f(% )
H= p,—= +p,— +ps;—
m; m, m;

38 (] 272 (k] 690 [k]

2 /WU 2 /U5 2 f(U57)

0,25 -+ +0,5- = +0,25485——
38 272 690

38 272 690
> 4expGJU,, —1+3JU,, -1) > 4exp(JU,, —1+3JU,, - 1) > 4expGlU,, —1+3JU;, - 1)
0,25 -+ +0,5 -4 +0,25 =L

38 272 690



Monte Carlo—Simulation und Varianzreduktion in Theorie und Praxis

2.3 Importance Sampling (IS)

Bisher haben wir nur gleichverteilte ZVen betrachtet. Das kann aber zu folgenden Szenarien fiihren’:

1.75¢ f(x)
Dichte einer U(0,1)-verteilten ZV
1.25 -
1 il
Dichte einer U(0.5)-verteilten ZV
0.75 7
4
i
0.5} .
J
o.25¢y _/ ___________________
|
1 |I
1 2 3 4 5
Abbildung 1

1
Betrachten wir das Szenario einer U(0,1)—verteilten ZVen V. Hier erhalten wir fiir das Integral f f(x)dx
0

" 1 &
den Schitzer: E[f(V)] == f(Vi) .
n i=1
Betrachten wir aber das Szenario der U(0,5)-verteilten ZVen W. Hier erhalten wir folgende Schétzung:
1 n
[f(x)dx =5* E[f(W)]:i Y. f(w,). Ein &uPerst fragwiirdiger Schétzer, da 80 % der w; (i = 1..n)
0 ni=1

nichts tliber das Integral aussagen, da f(x) =0 fiir 1 <x <5. Wir sollten also zur Schétzung
Verteilungen heranziehen, bei der vermehrt ZVen von “wichtigen” Regionen der zu

integrierenden Funktion realisiert werden.®

’ Beispiel entnommen aus Anderson (1999)

¥ «“Wichtige” Regionen einer Funktion f sind in diesem Kontext Regionen, in denen f besonders grope
Funktionswerte annimmt.
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Betrachten wir das Problem, das Integral [ f(x)dx zu bestimmen. Sei h(x) eine Dichtefunktion

xed

der ZVen x . Es gilt also [A(x)dx=1. Dann haben wir: (h(x) # 0, Vx € A wo f(x) # 0)

xeAd

i @) dr =1, /() %m;m %WWFEI« {%}

mit Ey[..] als Erwartungswertoperator basierend auf der Verteilung h.

Dabei wird M als Dichteindex (engl. likelihood ratio) bezeichnet.

h(xi)
Betrachten wir das rechte Integral, so konnen wir ableiten, das ein IS-Schitzer flir unser

Ausgangsproblem gewidhlt werden kann, wenn wir eine Stichprobe von h(x)-verteilten ZVen X;

ziehen und die x; mit dem Dichteindices multiplizieren. Das fiihrt uns zum IS-Schétzer

h _i”f(xi)
[ (%)= ng} H(x,)

Die Aufgabe besteht nun darin, eine “gute” Wahrscheinlichkeitsdichte h zu finden.

wo X; ~ h(x).

Anderson gibt wiinschenswerte Eigenschaften fiir h(x) an:

“In summary, a good importance sampling function h(x) should have the following

properties:
1. h(x) >0, whenever f(x) # 0
2. h(x) should be close to being proportional to | f(x)|
3. It should be easy to simulate values from h(x)
4. It should be easy to compute the density h(x) for any value x that you might

realize.”’

? Anderson (1999)



Monte Carlo—Simulation und Varianzreduktion in Theorie und Praxis

3. Einsatz der MC-Simulation bei der VaR-Bestimmung

Nachdem wir nun den MC-Schitzer fiir den allgemeinen Fall hinreichend diskutiert haben,
konzentrieren wir uns nun auf den Fall der VaR-Bestimmung mittels der MC-Simulation. Dabei

werden wir das Quantil, welches unser Konfidenzniveau widerspiegelt, approximativ bestimmen.

Dazu schneidern wir unsere Rezeptur (2.1) auf diese Aufgabenstellung zu. Der Zufallsvariablen-
vektor U = (Uy, Uy, .. ,U;) wo Uy = (w, we?, .., w™) mit 1 <k <iund m wie oben, enthilt jetzt
unsere i Risikofaktoren, die in m verschiedenen Szenarien beobachtet werden. Das bedeutet also,

das wir m-mal unser Portfolio neu bewerten mussen

Beispiel 3.1

Unser Portfolio besteht aus 50 Tonnen Aluminium und 100 Tonnen Blei. Eine Tonne Aluminium
kostet USD 1.500, eine Tonne Blei USD 450. Der aktuelle Wert des Portfolios ist also
p™ = USD 75.000 + USD 45.000 = USD 120.000.

4009 212}

Die Kovarianzmatrix sei gegeben durch: X =
212 300

und der Mittelwert durch u = p“kr = 120.000
Berechne den morgigen 95% USD VaR-Wert!

Losung:

o Wir realisieren eine gleichverteilte Stichprobe der Ldnge m=1000.

o Aus der so gewonnenen Realisierung {uﬂ], . u[m]} ~Un((0,1)"), wo u[U:(u/’],
ugm)T (siehe Spreadsheet), wird nun ein Vektor {x[U, x[2], . x[m]} ~Nu(0,1) errechnet,
wo lj:(x/’], Xg[l])T und I die Einheitsmatrix darstellen.

o Aus dem N, (0,1)-verteilten Zufallsvektor konstruieren wir nun mittels der
Formel Y =k*x" + 1 einen Nu(u, 2)-verteilten Zufallsvektor ( k sei dabei die zu X
gehorige Cholesky-Matrix)



Monte Carlo—Simulation und Varianzreduktion in Theorie und Praxis

o Wir konstruieren einen neuen Zufallsvektor Y = YI' + Y mit seinen m = 1000
Realisationen y =" + /% So kénnen wir nun die Stichprobenverteilung aufstellen

und erhalten:

119800 120000 120200

o Das .05-Quantil der Stichprobenverteilung ist 119.893. Diesen Wert nehmen wir als
Approximation der wahren Portfolio-Verteilung und erhalten das .95-Quantil der Portfolio-
Verteilung

@7(0,95) = p™ - @7(0,05)
=120.000—119.893
=107

e Der morgige 95% - USD VaR ist also USD 107.

Bei Implementierung der in Kapitel 2 diskutierten Varianzreduktionsmethoden kommen wir dem
“wahren” VaR néher, wobei wir den gewiinschtem Prézisionsgrad mit weniger Durchléufen (also
kleinerem m) erreichen. Holton (2003) nimmt eine technische Analyse der Glite der

Varianzreduktionsmethoden vor.



Monte Carlo—Simulation und Varianzreduktion in Theorie und Praxis

4. Einordnung der MC-Simulation

Um den VaR zu berechnen konnen wir uns drei verschiedener Methoden bedienen:

1. der parametrischen Methode,
2. der historischen Simulation, und der

3. Monte Carlo Simulation

Zwar sieht Duffie/Pan'® die Anwendung der Monte Carlo Simulation aufgrund ihrer Komplexitit
als einen “letzten Ausweg” (“last resort”) an, trotzdem muss sich aber die MC-Simulation

keineswegs hinter den anderen zwei genannten Methoden verstecken.

Eine seiner Stérken liegt sicherlich in ihrer Anwendbarkeit bei sowohl linearen als auch nicht-
linearen Derivativen.

“From an end-user perspective, the importrant point to remember is that if you have
significant nonlinear exposures in your portfolio, a simulation approach with full position
re-pricing will generally be more accurate than a parametric approximation for estimating
VaR — however, at the cost of greater complexity.”"'

' Duffie/Pan (1997)
" RiskMetric Group (1999)
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